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Anwendungen der Differentialrechnung bei Stausésemingen — Differentialgleichungen

1. Einleitung

Talsperren werden aus verschiedensten Grinden tgelbaueinen als
Hochwasserrickhaltebecken oder zur EnergiegewinriMagstens entsteht durch
eine solche BaumalRnahme ein Staussee, da eiganthoér ein Gewasser
aufgestaut wird. Fur die Beschaffenheit eines ssidBauwerkes gibt es
Bestimmungen meistens in Form von DIN- Vorschriftemauch fur Talsperren.
Nach DIN 19700, Teil 11 soll es bei einer Talspendglich sein den Wasserstand
auf der Hohe des Stauziels innerhalb von etwa bgidam ein Drittel seiner Hohe
abzusenken. Dies bedeutet also, dass man schonrbewanit dem Bau einer
Talsperren beginnt, berechnen muss, wie viel Zeiselcher Absenkvorgang in
Anspruch nehmen wirde (vgl. Lambacher- SchweiZ#22S.266).

Da man nur schwer Zugang zu solchen Planungsdaiget fsoll eine solche
Berechnung im Folgenden anhand einer in der Reakiétierenden Talsperre
durchgefuhrt werden. Hierzu wurde die MOhnetalspaahe der Stadt Soest in
Nordrhein- Westfalen ausgewahlt (siehe Anhang, Abb.

Die Mo6hnetalsperre umfasst einen Stauraum von 1#@°8ihr Stauziel liegt bei
213,74m . NN., ihr Grundablass liegt auf 181,1MM., ihre Stauoberflache
betragt bei Vollstau 10,67km? und ihr Grundablasst&ht aus 4 Rohren mit jeweils
einem Durchmesser von 1,4m. Die aufgestauten Gewéssl die Heve und die
Mohne. Die Talsperre wurde 1913 in Betrieb genomomahwurde im zweiten
Weltkrieg erheblich beschadigt. Sie dient der Ngpalasseraufh6hung, dem
Hochwasserschutz und der Energieerzeugung (vfrahke 1987, S.34- 40 und vgl.
Lambacher- Schweizer, 2002, S.267).

Im Folgenden wird versucht die EntleerungsdauerHitie von

Differentialgleichungen zu ermitteln.
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Anwendungen der Differentialrechnung bei Stausésemingen — Differentialgleichungen

2. Allgemeines uber Differentialgleichungen

Gleichungen, die Funktionen (zum Beispiel f), Vhal&n (zum Beispiel x), und

gleichzeitig Ableitungen von Funktionen (zum Be&di¢f ¢¢.) enthalten, werden

Differentialgleichungen genannt. Ein Beispiel higrist die Differentialgleichung

des exponentiellen Wachsturh§t) =k  (t) . Differentialgleichungen geben zwar

einen Zusammenhang zwischen Funktionen und der&tévg an, jedoch geben
sie nicht die Funktionen selbst. Dies stellt in Beaxis oft ein Problem dar, da die
Funktion meistens nur schwierig oder gar nicht estimmmen ist und es somit auch
schwer ist eine Losung fur die Differentialgleiciguzu finden. Eine Lésung der
Differentialgleichung ist dann gefunden, wenn déstbmmte Funktion, in die
Differentialgleichung eingesetzt, diese erfillt.

Die Differentialgleichung des exponentiellen Wacinss ist eine
Differentialgleichung erster Ordnung, da nur digteund keine hoheren
Ableitungen der Funktion f auftreten.

Enthalt eine Differentialgleichung Ableitungen kigr n-ten Ordnung, so bezeichnet
man diese als eine Differentialgleichung n-ter @rrtn Eine L6sung fur eine solche
Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine n-rddferenzierbare, stetige Funktion.
Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung ist exglizvenn sie nach ihrer hochsten
Ableitung aufgel6st ist, also nach der Ableituntgen©Ordnung. Ist sie dies nicht so
nennt man sie implizit.

Gewohnliche Differentialgleichungen enthalten Fuorken f(x) mit nur einer
Variablen x, enthalten Differentialgleichungen nekrunabhangige Variablen und
somit partielle Ableitungen, so nennt man sie p#eiDifferentialgleichungen.

In der Praxis steht man aufl3erdem oft dem Anfandpvadriem gegendber, dies
bedeutet, dass oftmals der ,Startwert” der Funkgannicht bekannt ist. Man kann
nur Bedingungen fur den Anfangswert aufstellens éeschwert natirlich auch das
Finden einer Losung der Differentialgleichung.

(vgl. Walter 1972, S.1f; Walter 1972, S.8; Lambael8chweizer 2001, S.287;
Lambacher- Schweizer 2002, S.127; Braun 1991, S.1)
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Anwendungen der Differentialrechnung bei Stausésemingen — Differentialgleichungen

3. Herleitung der Differentialgleichung ftr den
Entleerungsvorgang

3.1 Entwickelung eines Ansatzes

Um den Entleerungsvorgang eines Stausees mathembéschreiben zu kénnen
und somit auch die Entleerungszeit eines solchdrerechnen, muss man sich eines
mathematischen Modells bedienen.

Solche mathematischen Modelle werden immer kongstier beziehungsweise
umfangreicher, je genauer sie versuchen, einenangrgder ahnliches in der Natur
zu beschreiben.

Die einfachste geometrische Form, sich einen Stausezustellen, ist ein grof3er mit

Wasser gefullter Quader mit einem

Grundablass. Ein Querschnitt zu
diesem Modell zeigt Abb.1. Zu
beachten bei diesem Modell ist, dag

die Stauseeoberflache A(h) konstar

ist und dass der Grundablass auf

h(t)
h(t + At)

Hohe des Nullniveaus von h ist.

Da man den zeitlichen Aspekt des

Entleerungsvorgangs betrachten

mochte, betrachtet man ab dem A = Stauoberfliche
q = Querschnittsflache des Grundablassrohres

Zeitpunkt t im Zeitraum t die Hohe

Abb.1 (ibernommen aus: Lambacher und

Schweizer 2002, S.266, Bezeichnunge
also durch das ausstromende Wass geandert)

um h =h(t+ t) h(t) abgesenkt.
Die Menge des Wassers im Gefal3 verringert sichAm -h. h muss < 0 sein.

h(t) des Wasserpegels. Diese wird

—

Diese Wassermenge fliel3t, weil kein Wasser verlgeht, durch den Grundablass
mit der Querschnittsflache q ab. Also gilt —-Ah =q s. Daraus folgt

- A%: q%s. Diese Gleichung beschreibt nun die mittlere Wiassage die im

betrachteten Zeitraumt durch den Grundablass fliel3t. Der Quotiegtgt beschreibt

hierbei die mittlere Geschwindigkeit des WassergGaomdablass im Zeitraunt.
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Anwendungen der Differentialrechnung bei Stausésemingen — Differentialgleichungen

Um die momentane Geschwindigkeit zu bestimmentfilan den Grenzibergang
Dt ® 0 durch. Die momentane Geschwindigkeit abh&ngig ¥ertpunkt t kann
man nun auch mit v(t) bezeichnen. Hieraus ergdit si

- Ahgt)= qv(t).

(vgl. Lambacher- Schweizer 2002, S.268; V. RAuB&61S. 68; Lambacher-
Schweizer, Materialien fir den Unterricht, 2002, 25.

3.2 Das Gesetz von Torricelli

Um nun den Zusammenhang zwischen dem Wasserstgnaht(der
Ausflussgeschwindigkeit v(t) herzustellen, bendtiger das Gesetz von Torricelli.

Da Wasser unter der Wirkung der Schwerkraft ausstrivird die Lageenergie

m - g - tin Bewegungsenergiém xv’ umgewandelt und so gilm>g % % m ¥,

dies nun aufgeldst nach v und in Abhangigkeit vgeliracht ergibty(t) =/2gh(t).

Nun hat man das Gesetz von Torricelli, welchesdaih Fallgesetz eines frei
fallenden Kdorpers ubereinstimmt, mit Hilfe des Eneerhaltungssatzes hergeleitet
und nach der Umformung ist nur noch die physikaksKonstante g vorhanden. g

wird als Erdbeschleunigung, Normfallbeschleunigodgr einfach als Ortsfaktor

bezeichnet, gerundet betragt g ca. 9,%@6

Durch Einsetzen des Gesetzes ergibt sich die Biftalgleichung
- Ah&t)= g./2gh(t)

und umgestellt nachqt), ht) = - %JZgh(t).

Diese Gleichung kann man mit einfachen Methodehtdsen, dazu benétigt man
weiterentwickelte Verfahren wie in den Kapitelnddb beschrieben. (vgl.
Lambacher- Schweizer 2002, S.268f; Lambacher- SideweMaterialien fur den
Unterricht, 2002, S.66f, S.72, ; H. Rédel 19537&und S.136f)
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Anwendungen der Differentialrechnung bei Stausésemingen — Differentialgleichungen

3.3 Aspekte zur Verbesserung der Differentialgleich  ung fir
realistischere Werte

Auch wenn man die einfache Modellform des zylinclien Gefalies beibehalt, kann
man die in den Kapiteln 3.1 und 3.2 entstandeng@iftialgleichung noch

verbessern, um realistischere Werte lii§it) zu erhalten.

3.3.1 Berticksichtigung des Widerstandsbeiwertes
Das Gesetz von Torricelii(t) = /2gh(t) gilt nur im Idealfall, wenn beim AusflieBen

keine Reibung entsteht, so ist in der Realitatdiel3geschwindigkeit kleiner als es
das Gesetz beschreibt. So gilt) = b, /2gh(t). Das Gesetz wurde um den Faktor
b, , dem Widerstandsbeiwert, erweitert. Dieser liagiszhen 0 und 1 und ergibt

sich aus den stromungsmechanischen GegebenheiterAbstritt des Wassers.

Nach der Erweiterung sieht die Differentialgleichwso aushqt) = - %bWJ 2gh(t).

(vgl. Lambacher- Schweizer 2002, S.266ff; LambacBehweizer, Materialien fur
den Unterricht, 2002, S.66f; H. Rodel 1953, S. M0 8.136f)

3.3.2 Berucksichtigung des mittleren jahrlichen Zuf lusses
Bis jetzt hat man den Stausee nur als geschlosSgsésm ohne weitere Einflisse

durch die Natur betrachtet, um genauere Ergebais®ekommen, kann man zum
Beispiel das versickernde Wasser im Erdreich mibeziehen oder auch die
Zuflisse in den Stausee durch Niederschlag unchdditsse undéache.

Der Zufluss wird in der Praxis entweder durch dettlenen jahrlichen Zufluss oder
durch den ZuflusQ,, pro Zeiteinheit angegeben.

Um den jahrlichen Zufluss ebenfalls in der Berectghmu berlcksichtigen, erweitern

wir unsere Differentialgleichung noch einmal. Dudib Erweiterung ergibt sich
diese Gleichund),, - Ahqt)= gh,+/ 2gh(t). Nach dieser Erweiterung wird es

natirlich um einiges schwieriger eine Lésung fiy bibd somit fur die
Differentialgleichung zu finden. (vgl. Lambacheich®veizer 2002, S.266ff;
Lambacher- Schweizer, Materialien fur den Untetri@002, S.71)
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Anwendungen der Differentialrechnung bei Stausésemingen — Differentialgleichungen

4. Ein Naherungverfahren zum LOsen der
Differentialgleichung
(am Beispiel der M6hnetalsperre)

Naherungsverfahren missen dann zum Ldsen einarBliilgleichung verwendet
werden, wenn eine exakte Losung nicht ohne weitakgglich ist. Nicht exakt I6sbar
heil3t, dass es nicht moglich ist eine Losung fiie @ifferentialgleichund ¢, also

eine Funktion f zu finden, die die Differentialgibung erfullt.

4.1 Allgemeine Erklarung des Eulerschen
Polygonzugverfahrens

Das Eulersche Polygonzugverfahren oder auch EGeuehy- Verfahren gehort zu
den Einschrittverfahren der Naherungsverfahrerdigser Gruppe gehdéren ebenfalls
die Methode der Taylor- Entwickelung und das Rungé#ta- Verfahren. Die
Mehrschrittverfahren ,unterscheiden sich von demsEhrittverfahren wesentlich
dadurch, dal® bei ihnen zur Berechnung eines Napswertes flr die gesuchte
Lésung nicht nur die Kenntnis der bereits bereadmétaherung im vorangehenden
Punkt, sondern in mehreren aquidistanten vorangksmeRunkten bendtigt wird.” (F.
Stummel 1982, S.240)
Das Euler- Cauchy- Verfahren kann bei Differenteilchungen angewendet werden,
die einen Zusammenhang zwischen f dideschreiben, also bei
Differentialgleichungen erster Ordnung.
Das Euler- Cauchy- Verfahren wird schrittweise thgeftihrt, wobei immer wieder
Naherungswerte fur f* berechnet werden. Um dasafledgn durchfihren zu kénnen,
muss an der Stellgxalso am Startpunkt, der dazugehdrige Funktioriskfey)
bekannt sein. Damit der nachste Funktionswert;j*é&mittelt werden kann, mussg x
nah an xsein, denn bei diesem Verfahren werden Weétdurch den
Differenzenquotienten angenaheétL )= (X0 ® f¢x,) . Somit ergibt sich die

1 0

lokale Naherungsformdi*(x ) =f(x ) H & ) & , x ) , und man kann mit Hilfe

dieser und der zu lI6senden Differentialgleichunig elesten Naherungswert f%(x

berechnen, welcher wieder flir die Berechung debstéo Wertes bendtigt wird. Der
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Anwendungen der Differentialrechnung bei Stausésemingen — Differentialgleichungen

nachste Naherungswert ergibt sich folglich ausedi€srmel

fr(x,) =f(x) H*(x) & , x ) . Setzt man diese Schritte sukzessive fort, sorhahe
man die Differentialgleichung im Bereiclg,x,Xa,...,X, an.

Geometrisch betrachtet, ermittelt man durch dastEes vonf ¢ mit dem
Differenzenquotienten bei jedem Schritt den nachbl&herungswert f*(® durch
die Berechnung einer Tangente durch den im Scauwbr erhaltenen Punkt

(% )P ).

Der Abstand zwischenyi,X2 , also die Schrittweite sollte konstant sein, ad&e
bestimmt die Schrittweite die Genauigkeit des fardas, je kleiner sie ist desto
genauer ist das Verfahren, aber auch desto aufgénidt es durch die gré3ere
Anzahl der Rechenschritte.

Stellt man nun die durch das Verfahren erhaltenark (x, | f*(x ), (X, |f*(x),
(X, [ F*(X,), ... ,(X,|f*(x,) ineinem kartesischen Koordinatensystem dar und

verbindet die einzelnen Punkte miteinander durcta@enstiicke, so erhalt man den
eulerschen Polygonzug, welcher den Graphen dertiemnkannahert (vgl.
Lambacher- Schweizer 2001, S.301; V. Rauber 1989ff}.

4.2 Naherungsweise Ldsung der Differentialgleichung fur die
Stauseeentleerung am Beispiel der M6hnetalsperre mi t dem
Euler- Cauchy- Verfahren

Die Differentialgleichung aus 3.2
)= - - \/2g</n(D)
vereinfacht man, um die Schreibweise erleichtern zu
hd(t) = -a \/h(t) mit a = %Jz_g

und in ihr ersetzt man nun die Ableitung durch Béiferenzenquotienten, um

Néaherungswerte zu erhalten. So ergibt sich

h*(t0+[§l): -h*(to) :_am

und umgeformth *(t, + ) =h*(t,) -Dtah*(t ) . Durch diese Naherungsformel

hat man dann den ersten Naherungswert bestimmkamddann den nachsten mit
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Anwendungen der Differentialrechnung bei Stausésemingen — Differentialgleichungen

Hilfe des ersten I6sen, wenn man festleg(t, + O) =h*(t,) . Fir den zweiten
Naherungswert ergibt sich datr¥ (t, + Dt) =h*(t)) -Dtayh*(t) .

Dt ist hierbei die Schrittweite und wird in der Duficghrung mit einem halben Tag,
also 12 Stunden, festgelegt, somit ist die Mengdréehenschritte nicht zu
umfangreich und der Fehler des Naherungsverfalaects nicht zu grol3.

Das Stauziel der Mohnetalsperre liegt auf 213,74 N und der Grundablass auf
181,1m U. NN, somit ergibt sich fir die Wasserplegleé und somit fiir den
Anfangswerth*(t,) =32,64m. Der Stauraum der Talsperre betragt 135,5 Mid, m

da man bei der Berechnung von einem zylindrischef@@ausgeht und das
Wasservolumen beibehalten werden soll, um rela@listische Werte zu erreichen,
ergibt sich eine konstante Oberflache von A= 4120784n7 (» 4,12knt) fiir

unseren Modellstausee. In der Realitat ist dieserf@che bei Vollstau um einiges
grolRer (10,67km2), jedoch nimmt diese mit dem Awssen des Wassers ab.

Der Grundablass der Mdhnetalsperre besitzt vier®&otit einem Durchmesser von
jeweils 1,4m, ersetzt man diese vier Rohre durolgesl3es mit gleichem
Wasserdurchlass, so erhalt man fur die Querschiadie

q=4x,593804rm » 6,15752161(Die Werte sind entnommen aus P. Franke 1987
S. 34ff und Lambacher- Schweizer 2002, S.267.).

_q

Fir die Konstanta 2g mit g= 9,8066§%1 erhalt man dann ca.
S

A
& M
6,61773154% 1(9\/; .

Nun kann man sukzessive Funktionswerte ermitteéihésAnhang Tabelle 1), die in
ein kartesisches Koordinatensystem eingetragertdischen Polygonzug fur
h*(t) ergeben, dieser ndhert Graphen der Funkt{Orah.
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Abb.2: tin Tagen

Abb.2 zeigt den Graphen h*(t), aus diesem lasst die ndherungsweise bestimmte
Entleerungszeit von 19 Tagen ablesen. Inwiewegeati®/ert von der exakten

Lésung abweicht, wird Kapitel 5 zeigen.

5. Exakte Losung der Differentialgleichung
(am Beispiel der M6hnetalsperre)

5.1 Bestimmung einer Funktion fir h(t), die die
Differentialgleichung erfullt

Wie Abb.3 in Kapitel 4 zeigt fallt der Graph h*@y erst stark und dann immer
langsamer. Dies lasst vermuten, dass der WasségdggEngig von t durch eine
Parabel bestimmt wird, wobei die Nullstelle despgbien ¢ die Entleerungsdauer der
Talsperre darstellt. Durch diese Vermutung lasst miit Hilfe der

Linearfaktorzerlegung ein Ansatz gewinnen. Man wdanalso als eine allgemein
formulierte Losundn(t) = ax(t -t, ¥. Um diesen Ansatz zu bestétigen, also dass die

Funktion fur h(t) die Differentialgleichung erfgliand um die Konstante a und die
Einschrankung der Zeit t zu bestimmen, setzt mannidie Differentialgleichung

ein.
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In ht)=-a/h(t) mit a:%\/z_g setzt marh(t) = ax(t -t, ¥ und
hqt) = 2xa Xt - )ein.

Es ergibt sich als@>a(t -{,)=-a,/a(t t § und durch quadrieren erh&lt man

2
4a” =a’xaund nach a umgeforrat:a?. Nach dem Einsetzen wird t durch die

Wourzelgleichung, dahingehend eingeschrankt, d&sg sein muss.

Da der Anfangswert h(0) der Differentialgleichurekbnnt ist, wahlt man t=0, um
die Konstantegizu bestimmen, wenn man die ermittelte Konstantésdevum in

den Ansatz einsetzt.

a2
h(0)=—
0=
Hieraus kann man nun die Formel fiir die Nullstdlbs Graphen und somit fir die

Entleerungszeit des Graphen bestimmen.

t2 =aizx,/h(0)
ty == x/h(©)

Es ergibt sich also als eine Loésung, wenn man digskanten in den Ansatz einsetzt:
2
h(t)=a7(t- E‘/h(O))2 mit t1 [O,E\/h(O)].
a a

(vgl. V. Rauber 1996, S. 71f; Lambacher- Schweikkaterialien flr den Unterricht,
2002, S.72)

5.2 Anwendung der exakten Losung auf die M6hnetalsp  erre

FUr b ,also fur die komplette Entleerung der Talsperggheisich mit den Daten aus
Kapitel 4 eine Dauer von 19,984 Tagen. Die numbadasung brachte zum
Vergleich ein Ergebnis von 19 Tagen, die Abweichist@lso als recht gering
anzusehen.

Um nun zu prifen, wie lange es dauert den Wasserstan der Héhe des Stausziels
um ein Drittel abzusenken wie es die DIN- Vorsdhfehe Kapitel 1) vorschreibt,
muss man t durch érsetzen und kann dann, da hiekannt ist, die Funktion nach t

umformen.
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Demnach ergibt sicht, =E(«/h(0)- Jh(t) (val. V. Rauber 1996, S. 71).
a

Aus dieser Funktion errechnet sich dann fur dieelisng des Wasserpegels auf
h(t1))= 21,76m eine Dauer von 3,6671 Tagen.

Um den Widerstandsbeiwert beim AbflieRen des Wasaeberucksichtigen, greift

man die erweiterte Differentialgleichurtt) = - %bWJ 2gh(t)auf und vereinfacht

zu hqt) = -bx/h(t) mit b :%bw\/z_g, so dass man den veranderten Paranteter

genauso mitfihren kann wee und sicht, :éx/h(O) und

t, =§(«/h(0) - J h(t)ergeben. So errechnet sibl 1,323546308*18 und man

erhalt somit fur die komplette Entleerungszeit ulterticksichtigung des
Widerstandsbeiwertes eine Dauer von 99,91 Tageriturdle Absenkung des
Wasserpegels auf 21,76m erhalt man eine Dauer @4 TTagen

Die DIN-Vorschrift wirde also unter Bertcksichtigudes Widerstandsbeiwertes
nach dieser Berechnungsmethode bei der MOhnetedspieht eingehalten.

6. Berechnung der Entleerungszeit mit einem
prismaférmigen Modellstaussee

6.1 Entwicklung der erweiterten Differentialgleichu ng und
deren exakte L6sung

Bei der Berechung der Entleerungszeit mit einendguférmigen Modellstausee ist
die Seeoberflache konstant, da dies absolut nehRdalitat entspricht, liegt es nahe
die in Kapitel 3 entstandene Differentialgleichumgerweitern. In der Wirklichkeit
nimmt die Stauoberflache des Stausees mit Abflass/dassers und somit mit dem
Absinken des Wasserpegels ab. Um diese Gegebémkeit Natur in einfacher
mathematischer Form wiederzugeben, eignet sichegjandes Prisma, wobei die
eine Dreiecksflache die Staumauer darstellt und dér Grundabfluss in der Spitze
befindet.
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Ausgehend von der Differentialgleichung in KapBelersucht man nun die
Abhangigkeit der Wasseroberflache von der Hohedg$)eingestauten Wassers in
eine neue verbesserte Differentialgleichung einnglen. Um die Schreibweise zu
vereinfachen, schreibt man anstatt h(t) einfadbiés wird in

hqt) = - WN/Zgh t) deutlich.

Die Funktion far A(h) findet sich dann wie folgti(fdie Bezeichnungen siehe
AbDb.3): Zunachst einmal gilt fuA(h) =L, »B(h) . Auf3erdem ergibt sich mit dem

StrahlensatB(h) = % xhund somit auckA(h) = % *h

0 0

Setzt man dies nun in die Differentialgleichung sinergibt sich:

) =- 029 = g/ 2gM 0 UK G ﬁgxbﬁ'

A, h(t) A,

| Abb.3 (entnommen V. Rauber
_— | 1996, S.76, Bezeichnungen
geandert)

Um nun diese Differentialgleichung zu l6sen, greitin auf den Ansatz in Kapitel

5.1 zurtick, jedoch mit der Veranderung eines unfatiesn Exponenten k.
Ansatz:h(t)=a(t, - tf und somithqt) = - axk(t, - t)*

Diesen Ansatz setzt man nun in die Differentialgteing ein, um k bestimmen zu

konnen.
. 1 . q . o
-ak(t- t)=-a ——=——— mita_=h,—./2g, hieraus ergibt sich auch
” Va0 A

O£ tE t,, nun formt man nach k um.

-ak(t- tf=-a a(t t)'%k

Da a, die Konstante a bestimmt, ergibt sich
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Anwendungen der Differentialrechnung bei Stausésemingen — Differentialgleichungen

(t,- £)'= (t- 1) :

k-1=- Lk
2

und somitk :%

Da man nun den Exponenten und somit den Grad d&tiba h(t) bestimmt hat,
ergibt sich ein neuer Ansatz, der zur Bestimmungkamstanten genutzt werden
kann und durch einsetzen in die Differentialgleintpiestéatigt werden muss.
Man geht also genauso vor wie in Kapitel 5.1 vor.

Um die Konstante a zu erhalten, formt man folgendeh a um:

! 1

- ag (t- )x=-a ——
3 P 2
a(t,- t)°

At =-a At O

Wl

1
nun fallt (t, - t) * weg und wenn man quadriert ergibt sich:

a3><g = Eﬁ und man erhalt somia= ,3/%><ei .

Zur Bestimmung von,twéahlt mant =0, also h(0), da dieser Wert bekannt ist und

setz a in den Ansatz ein.

2
h(0)= S%Xi x? Dies formt man nun nacham:

h(0)= s/%x% >§/t7§

9
hOf = 4 £

t :§xi R(0) w;Qh(O). Mit den Konstanten erh&lt man die Funktion
a

P
p

h(t):s%a; x(—g 23 (0) \Ph(0) t¥.

(vgl. V. Rauber 1996, S. 76f)
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6.2 Anwendung der erweiterten Differentialgleichung auf die
Mohnetalsperre

Damit die Ergebnisse der beiden Differentialgleiudpen bei der Anwendung
vergleichbar bleiben, muss das Stauvolumen beebdkrechungsmodellen gleich
bleiben.

Ay (0)

Das Volumen des Prismas errechnet sich\grs . Das Volumen des

Quaders au¥/, =A >h(0), somit ergibt sich die Beziehury, =2 A .

Also geht man von der doppelten Stauoberflachewaugjas gleiche Volumen bei

gleichem Stauziel zu erhalten. Es ergeben sich/js®241421,568m2 und
a,»1, 080013788*10.

Mit diesen Werten (und denen aus Kapitel 4.2) ¢rnah fir die komplette
Entleerung eine Dauer von 13,32265936 Tagen, aaftekdnn man die Funktion
h(t) fir das Prismamodell als Graph darstellerhgsidnhang, Graph 2), dieser
Graph verhalt sich genau entgegengesetzt des Gralend-unktion h(t) des
Quadermodells (siehe Anhang, Graph 1). Der Grapddi Verlauf des
Ansenkvorganges beim Quadermodell fallt zuerskstad dann immer schwéacher,
wohingegen der Graph der den Verlauf des Absenlarggs beim Prismamodell

beschreibt, zuerst schwach und dann immer stagdetigpmt ist.

Mochte man nun auch hier den Widerstandbeiwert Baisfluss des Wassers

berlicksichtigen, so erweitert man die Gleichundn&t) = - Ai QN\/Z_gx h, ><i
0

Jh(t)

und erhalt somihqt) = -b xh, x L mit b, :iwaz_g. Den Parameteln, kann

Jh@® Ao

man nun auch genauso wag mitfuhren und es ergibt sich :éxbi k(0) «ﬁh(O).

p

Mit b, = 2,160027576*10 errechnet sich fir die Komplettentleerung einedau

von 66,61329678 Tagen.
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6.3 Allgemeiner Zusammenhang zwischent ,undtg

Bei der Berechnung der Entleerungszeit auf der @ages eines prismaférmigen
Modellstaussees ergibt sich eine Dauer von 13,&d,ag Vergleich dazu ergab
sich in Kapitel 5.2 mit der Gleichung fir einen dagérmigen Modellstaussee eine
Entleerungsdauer von 19,9 Tagen.

Man konnte also versuchen einen allgemeinen Zusaimamg zwischen,tind b

herzustellen. Mit der Beziehungy, =2>A und t, :gxai R(0) w}Qh(O) mit
p

a,= hoAi\/Z—g ergibt sicht, :gxz—A h(0) . Da mana = %\/Z_g festgelegt
0

/29

hat, erhalt mart, =§xag h(0) und mitt, =§(«/h(0)- J h(t), ergibt sich mit

h(t,)=0 der Zusammenhanty =§t1 zwischen den beiden Entleerungszeiten. (vgl. V.

Rauber 1996, S. 76f)

6.4 Anwendung des Zusammenhanges

Mit t, :gtl kann man nun auch leicht die Dauer flr die Absagkies

Wasserpegels auf hft 21,76m Uber dem Grundablass, also auf zweidDdter
Hohe des Stauziels berechnen. Fir den Idealfalbtesigh dann eine Dauer von 2,4
Tagen und unter Berucksichtigung des Widerstandstes eine Dauer von 12,2
Tagen, womit auch die in Kapitel 1 erwéhnte DIN+8hrift fir Mbhnetalsperre

erfullt ware.
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7. Schluss

Abschlie3end lasst sich sagen, dass mit den dufiggen, doch recht einfachen,
Berechnungsmethoden relativ realitditsnahe Wem®geen werden konnten. So ist
man zunachst von einem stark vereinfachenden, matischen Modell
ausgegangen, um die Gegebenheiten der Realit@soiteiben. Schritt fir Schritt
kann man dann das Modell der Problemstellung irRiéalitéat anpassen und
erweitern, um die Geschehnisse in der Natur mésfliganau einzubringen.

Leider konnten im Rahmen dieser Facharbeit nuité¢sthahe Werte berechnet
werden, diese reichten jedoch aus, um sagen zwekoaass die in Kapitel 1
erwahnte DIN- Vorschrift wahrscheinlich beim Bau hnetalsperre eingehalten
wurde.

Sehr genaue, verlassliche Daten konnen jedochiatiier beschriebene Weise nicht
erhoben werden, denn hierfir missten sicherlich\aehumfangreichere
Berechnungen angestellt werden, die den RahmenEaoharbeit im Jahrgang 12

sprengen wurden.
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Anhang

Abb. 1 MoOhnetalsperre bei Soest (Bild entnommen BuBranke 1987, S.34)

—
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Tabelle 1 (erstellt mit Microsoft Excel Version 10)

tin Tagen h*(t) in m

0 32,64
0,5 31,00669246
1 29,41477475
15 27,86426088

2| 26,35516562

2,5 24,88750457
3 23,46129427
3,5 22,07655224

4  20,73329708

4,5 19,43154861

5 18,17132794
55 16,95265764
6 15,7755619

6,5 14,64006668

7 13,54619994

7,5 12,49399185
8 11,48347514
8,5 10,51468534

9 9,58766122

9,5 8,702445266
10, 7,859084211
10,5/ 7,057629726
11]  6,298139259

11,5 5,580677064

12  4,905315504
12,5 4,272136705
13 3,681234701
13,5 3,132718264

14 2,626714717

14,5 2,163375195
15 1,742882152
15,5 1,36546042

16] 1,031394287

16,5 0,741055369

17]  0,494951625
17,5 0,293822822
18 0,138857096

18,5 0,032325868

19) -0,019074708
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Graph 1 (erstellt mit Derive 5):

Michael Dierks -22-



Anwendungen der Differentialrechnung bei Stausésemingen — Differentialgleichungen

Graph 2 (erstellt mit Derive 5):
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